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— U8, Aufgabe 2: Beweis aus der Vorlesung fir (4, 9)-
Baume anpassen
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m Motivation

— Mit dem einfachen bindaren Suchbaum von gestern haben wir
lookup und insert in Zeit ©(d), wobei d = Tiefe des Baumes

— Wenn es gut lauft ist d = O(log n)
Zum Beispiel wenn die Schlissel zufallig gewahlt sind
— Wenn es schlecht lauft ist d = O(n)
Zum Beispiel wenn der Reihe nach 1, 2, 3, ... eingeftigt wird

— Wir wollen uns aber nicht auf eine bestimmte Eigenschaft
der Schllisselmenge verlassen missen

Das Problem hatten wir auch schon beim Hashing ... die
Losung da waren universelle Klassen von Hashfunktionen
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m Wie erreicht man immer Tiefe O(log n) ?
— Es gibt Dutzende verschiedener Verfahren dafir:
AVL-Baume
AA-Baume
Rot-Schwarz-Baume
Splay trees

Treaps

— Wir machen heute (a,b)-Baume

Die sind intuitiv, einfach, praktisch und schmecken gut
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— Die Elemente / Schlissel stehen nur in den B atter@ 9 %‘)\
— Alle Blatter haben die gleiche Tiefe L Ui A
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— Jeder innere Knoten hat = a und < b Kinder RN

Nur die Wurzel darf weniger Kinder haben TR A AoV
: 2 en= UV
— Wir verlangena > 2undb > 2a-1 5 a -

Warum sehen wir gleich

— An jedem inneren Knoten steht fir jedes Kind auBer dem
rechtesten der groBte Schlissel in dessen Unterbaum

Den groBten Schllssel aus dem rechtesten Unterbaum braucht
man nicht + es gabe auch Effizienzprobleme ... warum siehe gleich
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m Positivbeispiel fur einen (2,4)-Baum .
x = oo aled MK




m Negativbeispiel fur einen (2,4)-Baum
Ads, v Raloch
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m Die Operation lookup
— Im Prinzip genau so wie beim binaren Suchbaum

Suche von der Wurzel abwarts, und die Schlissel an
den inneren Knoten weisen den Weg

Bei einem Knoten mit k Kindern reichen k — 1 "Wegweiser"

x = oo aled l\l.l\<
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m Die Operation insert R Audopath "3&;

— Finde die Stelle, wo der neue Schlussel einzufigen ist, und
fuge dort ein neues Blatt ein

Der Elternknoten kann jetzt b + 1 Knoten haben
v = L 2 baar. B Kty

Falls das de(/FaII ist, Aufspalten des Elternknotens in zwei
Knoten mit [b/2] bzw. |b/2] + 1 Kinder

Firb>2a—-1ist[b/2] Zaund |b/2] +1 > a
Der GroBelternknoten kann jetzt b + 1 Kinder haben
Dann spalten wir den auf dieselbe Weise auf ... usw.

— Wenn das bis zur Wurzel geht, spalten wir auch diese auf

und erzeugen einen neuen Wurzelknoten

M doloer 2ok dovin A As. TaraSe el
Dann (und nur dann) wird der Baum um 1 tiefer ‘
i~ 2 UAY .o g Do Lo | Tolin <
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m Die Operation insert ... Beispiel
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m Die Operation remave a .
— Finde das zu entfernende Blatt und I6sche es s Basmn
A2840500 e i zaan

Der Elternknoten kann jetzt a — 1 Kinder haben

Fall 1: Eines der anderen Kinder des Elternknoten hat > a
Kinder = dann eins‘von da klauen und fertig

Fall 2: Sonst verschmelzen wir den Elternknoten mit
einem seiner Geschwister

Der GroBelternknoten kann jetzt a — 1 Kinder haben
Damit verfahren wir dann genauso ... usw.

— Wenn das bis zur Wurzel geht und die am Ende nur noch ein
Kind hat, mache dieses Kind zur neuen Wurzel

Dann (und nur dann) wird der Baum um 1 weniger tief
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m Update der "Wegweiser" Q s, MAY

— Sowohl bei einem insert wie bei einem remove andern
sich auch einige Wegweiser

— Insbesondere an den Knoten, die Teil von der "Kette" von
Aufspaltungen / Verschmelzungen bzw. vom Klauen sind

Da haben wir eh schon konstante Kosten pro Knoten

— Ansonsten ist hdchstens noch der Elternknoten des
Knotens am Ende einer solchen Kette betroffen

Das gilt aber nur, weil wir den gréBten Wert im

Unterbaum des rechtesten Kindes nicht speichern
s ABER: avon 1w aase dus.
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Analyse (2,4)-Baume 1/8

m Laufzeit fur lookup, insert, remove
— Gehen alle in Zeit O(d), wobei d = Tiefe des Baumes

— Jeder Knoten, auBer evtl. der Wurzel, hat > a Kinder
deshalb n > a9 und deshalb d < 1 + log, n = O(log n)

— Bei genauerem Hinsehen fallt auf
Die Operation lookup braucht immer Zeit ©(d)
Aber insert und remove gehen "oft" in Zeit O(1)

Nur im worst case mussen alle Knoten auf dem
Weg zur Wurzel geteilt / verschmolzen werden

— Das wollen wir jetzt genauer analysieren ...
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Analyse (2,4)-Baume 2/8

m Wir brauchen jetzt b > 2a

— FUr b = 2a — 1 kann man eine Folge von Operationen

s konstruieren, mit Kosten ©O(d) pro Operation
a‘;

by =20~ s > Q
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Analyse (2,4)-Baume 3/8

m Satz

— Flr b = 2a ist die Laufzeit fir eine beliebige Abfolge von
n insert oder remove Operationen O(n)

Also amortisiert / im Durchschnitt O(1) pro Operation
— Im Folgenden wollen wir das flr a = 2, b = 4 beweisen
Ubungsblatt 8, Aufgabe 2: Beweis fira =4, b =9

Wenn man das Prinzip einmal verstanden hat, ist es auch
leicht, das flr allgemeine a und b mit b = 2a zu beweisen
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Analyse (2,4)-Baume 4/8

m Beweis, Intuition
— Beobachtung: wann ist ein insert oder remove teuer:

Wenn alle Knoten im Baum 2 Kinder haben, miissen wir nach
einem remove alle Knoten bis zur Wurzel verschmelzen

Wenn alle Knoten im Baum 4 Kinder haben, missen wir nach
einem insert alle Knoten bis zur Wurzel aufspalten

Wenn alle Knoten im Baum 3 Kinder haben, dauert es lange
bis wir in eine dieser beiden Situationen kommen

— Idee fur Analyse: nach einer teuren Operation ist der Baum
in einem Zustand, dass es dauert, bis es wieder teuer wird

Ahnlich wie bei dynamischen Feldern: Reallokation ist teuer,
aber danach dauert es, bis wieder realloziert werden muss
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m Terminologie
— Wir betrachten eine Folge von n Operationen
— Seien T, die Kosten = Laufzeit der i-ten Operation
— Sei ®; das Potenzial des Baumes nach der i-ten Operation
®, := die Anzahl der Knoten mit Grad genau 3

®y := 0 (Potenzial am Anfang, fiir den leeren Baum)
m Mastertheorem aus Vorlesung 6b, Folie 15
— Falls gilt T; < A - (®; - ®;1) + B flr irgendwelche A, B > 0
Dann 2,_; ,T; = 0O(n)
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Analyse (2,4)-Baume 6/8

Swo}\ AN LAMANMA

m Fall 1: i-te Operation ist ein inseft 4. .ot oov
U Ao
— Pro Aufspaltung erhoht sich das Rotenzial um 1

Vorher Grad 4, nachher Grad 2 und Grad 3

— An dem Knoten, an dem die Kette von Aufspaltungen
endet, kann sich das Potenzial um 1 verringern

Wenn vorher Grad 3 und anschlieBend Grad 4

— Also ®; - ®; ; 2 m -1, mit m = Anzahl Aufspaltungen
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Analyse (2,4)-Baume 7/8

m Fall 2: i-te Operation ist ein remove

— Pro Verschmelzung erhoht sich das Potenzial um 1
Vorher Grad 2 und 2, nachher Grad 3

— An dem Knoten, an dem die Kette von Verschmelzungen
endet, kann sich das Potenzial um 1 verringern

Wenn vorher Grad 3 und anschlieBend Grad 2 (entweder
der Knoten selber, oder der Nachbar von dem man klaut)

— Also ®; - ®; ; 2 m -1, mit m = Anzahl Verschmelzungen
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Analyse (2,4)-Baume 8/8

= Zusammenfassung Analyse ’ .

— In beiden Fallen gilt also ®; - ®; ; 2 m -1
Wobei m = Anzahl Aufspaltungen bzw. Verschmelzungen
— Daraus folgt T, <A - (®;-®, ;) +B

Nochmal zur Intuition: das heiBt, wenn es teuer wird,
dann erhoht sich das Potenzial entsprechend

— Aus dem Master-Theorem folgt dann 2._; . T; = O(n)

Also amortisiert / im Durchschnitt konstante Laufzeit
—rf.}“'; A-/\M.-t"% f&mwwaf o &
r ortonTs Wo\ S T
« AL (- b)) + A+ B
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Literatur / Links

= (a,b)-Baume
— In Mehlhorn/Sanders:
/ Sorted Sequences [Kapitel 7.2 und 7.4]
— In Wikipedia
http://en.wikipedia.org/wiki/(a,b)-tree  (Englisch)
http://cs.wikipedia.org/wiki/(a,b)-strom (Tschechisch)

Es gibt immer noch keine deutsche Version ... also wenn
sich da jemand berufen flhlt, dann gerne !




